2.2. Numere complex
2.2. Numere complexe -

3z, — 22, 20 §izp = 4 + 3i, Calculati z; + z,;
2. Calculati: a)i-#. . j10. . . ®
@ Calculati: O) I+i+f+.. +
a) (1-)(1 + 2i) — M2 — i):
’ b 243 N A LY o
2 1+4i 1 4i I8 1 l)(3 21)2 ¢ -20@-D;
4+7i 4—7f d)(r—fjét);
-] I

Li).f’ ((1 2:)5(31—1)J4; Iy (.1__1\24.

4 .
4,) Demonstrati ci:

d) (1+iV3)* +(1-i3)e Z: e)(1-i)*e R
( S / Determinati:

L 2+3i
a) partea imaginard a numirului z = = :
3-2i
o b 2 2 = i
b) partea reald a numirului z = ;
3i+4
— S+ 8i
' C)| partea reald si partea imaginara ale numarului complex z = 3 i :
L —Si

d) partea imaginard a numirului complex z= (1 +)" + (1 — ).
a+2i
2+ai

6. a) Se considerd a € R si numarul complex z =

ze R.

. Determinati a pentru care

|
a(l+i)+1-2i

b) Determinati a € R astfel incat numarul z = sd albd partea reali

€gala cu 2-

5
1+2x+2+y=

1-2i 142
b) Determinaﬁ a, b € R, astfel ‘ncat si avem egalitatea (1 - z\/§ )3 =a+ib.

a) Determinati x, y € R, astfel incat

31
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.E"““IUfi e Clasa a X-a j
@ Determinati forma algebrica a numerelor complexe:

2 .\
103 f e 1—1: + l—l) ‘
a) Zzﬁ(l/_%.) +i102; b) Z=1+———j+(-l—;—;] g (——_l+l

1+

g\ Determinati conjugatul numarului P+ 2.
‘31 Oo\Fie z un numir complex. Aratati cd i(z — z ) este numar real.

| | 1§DaC5 z € C astfel incat 2z + 3z € R, demonstrati cdz € R.

—#

12. Fie zy =-3 + 2i; z, =4 — i. Aritati cd z, +2, =2, + 25; 21Zy) = 21" 23, (""')“=

~1+iv/3

13. Se consideri numsrul complex z = .

1

a) Calculati z + —. b) Aritati ci z* = z.
j z
\@Determinati z € C, daca:
a)z+3i= 6z; ,("b)‘,22+z=3+4i; C) Z+7l=6.

15. Determinati numerele complexe z care verifica egalitatea z* = iz
16. Se considerd numerele complexe z; = 3 — 4i §i z, = —1 + 2i. Aritati ci:

211 _ IZII.

a) |z1z2| = |z1| - |25 b) |— —'I;‘I, C) |z1 + 2| <|z| + |zo.
2

29

17. Calculati modulele numerelor complexe:
21 = (3 - 4i)(1 + i); =2 -14i(2+1);  z3= SFE.

CT-4i

2, =(N2 -3 +i); 2z =(2+3i); Ze=Q2-i) +Q+i)’. |
18. Precizati daca existd z € C care sa verifice simultan condifiile |z — 1 - 2| = 3 si ;
Re z 2 5. ‘

19. Fie z=a+2i,a € R. Calculati |2], stiind c& 1 + iz + z) e R.

2 o o ?
20. Fiez=1+i+i"+...+i", ne N.

a) Daca n = 2010, calculati |z]. b) Determinati n, astfel incitze R
21" .Fie z € C, astfel incit (z +i)'° + (z— ))'° = 0. .

~a) Ardtafi cd |z +i[=|z—1] b) Demonstrati ci z € R.

32 -
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€) 2~ 8z + 25 = (; d) ' =2,
T30 =0. Calculati l21] + |z,
=a+p

_ = l,a,be Rsinotimeu z =g—pj
a) Calculatiz+ z siz. 5 - Z =a-bi.

c) Determinati ¢, d € R, stiind cj »
25. a) Aratati ca (1 - i)’ =-9;
b) Rezolvati ecuatia iz® + (3 + j); + 7 _

Ty
=

=0,ze C.

. Daca z este 0 ' lel 22 ST
26. Da solutie a ecuatiei 22 + 2 + 4 =0, aritati ci z° 5 =0.

27. Fiez € C*, astfel Incat 22 —Z+ ] = 0. Ca]culaﬁ: i
1
a) [24+; Pa 00 , 1
) z b) z , C) Z . +'Z—1(')'6- :
28. Fiez e (C*, astfel incat z + —1- 1.
4 |
a) Ariatati ca 7 =—1. b) Calculati z'° + z7'°,

29 .Se considerd o, € C astfel incat o + o+ 1 = 0.

a) Calculatisuma S=1+o+ao’+...+0o”.
b) Aratati ca [(1 + o)+ 1" - =0.
30. Rezolvati ecuatia x> — (@ + i)x + 1 +i=0, a € R, stiind ca are o solutie reala.

31. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile:

3 2
3z+1 3z+1 3z+1)
: =V, + + +1=0.

a) P+F+t+1=0; b)(z_i) (z—i) (Z_i

32. Rezolvati in C ecuatiile: o ,
_8=0.

a) X +8x*-9=0: b) x +‘7x el )

33*.Determina‘;i cardinalul multimilor M; U M, 51 M, U Mg, daca M,={ze C|2" =1},
‘ne N.

34. Se considera functia f: C - C.f (z)=3z—4z.
a) Arataticad f(a+ bi)=-4a +7bi,a,b € R.

b) Aritati ca (fo )(2) = 25z — 24z b i ;
¢) Aritati ci f(z) = 0 daca si numai daca z =1-

33
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, sem zarkézottd; deriilt kedélye
masik kedvelt filozo-

igaz érdem érvényesiiléséért rajongo
vilaggytlols kesertiség. Nézeteit szerette

8! Szeretete nemcsak szavakban nyilvanult.”
Irja a budapesti hazfénsk — elszorult szivvel vettiik koriil haldokls

" R ik 6t, mj o2 T
il ¢tk e, i g e L A
geset, I:ll?ghat'(_)stari HYﬁJtOtta :’VégbﬁCSﬁl‘a elhidegiilt jobbjat agyanal megjelent rerJldtérsainak.
nzﬁili\i/fv?sssz,am(lit erloiklfelekkel tm;t.’, esti 1/2 6 orakor ért veget, a mikor csendesen, minden agoénia
ek .a : a’ elkét TeremtOJenek, 1902. évi december hé 31-én. koranak 58-1k és szerzetesi
életének 44-ik évében, Budapesten.” ’

Valyi Gyula tehat Schmidt A

- ,December 31-én —

gostontol tanult szamelméletet és abrazold geometriat. Réth
; _ e ey - y
Mor csak 1874-ben lett az elméleti fizika, professzora, de a hajdani Kolozsvéari Egyetem Tan-

;anjt(z SIz;.z.rm.’.c, ~komoly” matematikaj diszciplinakat csak Schmidt Agoston tanitott 1874-1879
r z(ci) ; okszonetet IIlOfldE)k Labancz Zsolt atyé:nak, a Piarista Rendtartomény fénékének, Koltai
ndrasnak, a rend levéltarosanak, a Schmidt Agostonrol adott értékes adatokért, tovabba Kasa

.Z’oltan pr’ofesszornak, aki felhivta a figyelmemet a Ferenc Jozsef Tudomanyegyetem Tanrend-
Jének az attanulmanyozasara.

IV. ORSZAGOS MAGYAR MATEMATIKAOLIMPIA
XXXI. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY*
Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

I. fordulo

XI. osztaly

. 1 ,
1. Az (z,),>1 sorozat esetén z; > 1 és z,4; = 2 — —, minden n € N* esetén.

n
‘a) Hatérozd meg a sorozat altalanos tagjdnak képletét, ha z; = 2.

' b) Bizonyitsd be, hogy minden z; > 1 kezd&érték esetén a sorozat konvergens és

hatarértéke 1.

c) Szamitsd ki a lim n(z, — 1) hatarértéket!
n—r+00

Andrds Szildrd, Kolozsvar

*Folytatéas lapunk 2022/5-6. szdméabol.
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Matlap 2029 /8 ' '_

9 -7
8 —06

a) Hatarozd meg az A™ métrixot, ahol n € N*.

2. Adott az A = ( ) € My(Z) métrix.

9 3 I O — 17 ) 2 iy
b) Adott az f: R \ {Z} - R\ {Z}, flz) = Sx_ﬁlfuggveny es legy¢n

f.=fofo---of. Hatdrozd meg az foqo2 fiiggvényt!
N ———’ -

n-szer

~ Bara Lajos, Zjla,
‘K ocsis Attila, Dévya

3. Legyen A azoknak az A € Ms(R) métrixoknak a halmaza, amelyek esetén det 4 — 1,
illetve det(A* + A% + [,) = 1. ' et
a) Hatarozd meg a 7 = {Tr(A) | A € A} halmazt, ahol Tr(A4) az A matrix f64tl6n ley
elemeinek Gsszegét jeloli! 4 ) 14 |
b) Hatarozd meg a D = {det(A + A7!) | A € A} halmazt!

Toth Csongor, S?bvata

4. Az (T,)nens 65 (Yn)nene sorozatokat az x,, = (45 + v/2022)™, barmely n € N*, illetve
Yn = (45 — v/2022)", barmely n € N* képletekkel értelmeztiik. | " o
a) Igazold, hogy z,, + y, € N minden n € N* esetén!

b) Szamitsd ki a lim {:zsn} hatarértéket, ahol {a} az a valés szam tortrészét jeloli!

n—+4o0

T'oth Csongor, Szovata

Megoldasok
g = 1 3 4 0
1. a) A rekurzi6 alapjan 2o =2 — = = 2 = — = _
) pjan ;=BT =
A matematikai indukcié médszerével igazoljuk, hogy z, = — 1, barmely n > 1 esetén
- > .
Az eddigiek alapjan a P(n): z,, = =i allitas igaz n :
- €112 3 . Mé&sré
Fe | ~ g { 4} esetén Masrészt, ha
T = 7 valamilyen k£ € N* esetén, akkor a rekurzié alapjan B =2 . = 2 - =
k+ 2 * W - i’

T ra1 tehat a P(k + 1) allitas is igaz. Igy a matematikai indukeié elve alapjan P(n) igaz,

barmely n > 1 természetes szamra, tehat x, = n+1

bérmely n € N* esetén.

.1
b) Ha:zl: 2 1, akkor egyrészt = < 1, és ezért 2—-;8- > 1, mésrészt az x+1 > 2 egyenl6tlenség
z

alapjdn 2— = <
P) -~ Sz A matematikai indukeig mbdszerével igazol

az (1, 4+00) intervallumban van.'Valc')ban, ha z; > 1, akkor By == EHLSL
— ) +1 — - T .

A AOBTCRAE ae ) i e L j
n+1 = z, Ln <O barmelyneN*

eset 0.
Az elobblek alapjan z, € [1 9) én, tehat a sorozat csokken

lim z, =¢.

mlnden n V €IlS. Le enl ‘
6 N eseten tehat a. sorozat kOIl €rg gy
n—-+400 : |

A rekurziéban hatérértékre te ; 1 ‘
iy °rve azt kapjuk, hogy ¢ = 9 _ 5 ahpnnan (6—1)% = 0, tehat
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Matlap 2022/8 | =

1 t
C Le en L — . 'id D g . s e SOI'OZa
) Legy nEToon(x” L= nll)I_POO 1 1. A b) alpont alapjan az & oy
novekvs és végtelenhez tart, tehat a Cesiaro-Stolz-kritérium alkalmazhat6. Ugyanakkor
1 1 1 ‘ 1
Tpai —1 Eo—1 1 g;n-1"1’
tehat a Cesaro-Stolz-kritérium alapjan L = 1. iy
Megjegyzés. A . 1 1 1 y o e
. — — aplan az
Tor — 1 - T % S w1 1 Osszefliggés alap)
altalanos tag tetszGleges x; esetén felirhat6, hiszen : — : - n — 1, tehat
1 Ln — 1 Ll 1
=1 4 :
n—1+
L = 1
, 1 |
Természetesen az T1 nem lehet 1 T3 alaki, ahol n € N,n > 2. Ugvanezt az cred-

mén : 2 2 = 2l » * » ” » » * » » ”
yt lfa.ptul'( volna akkor 1S, ha a linearis torttransztormaciébol szarmazoé rekurzidk altalanos
megoldasi médszerét alkalmaztuk volna. |

2. a) Legyen minden n € N* esetén AT = (I" y"’) . Mivel

(/S

(a:m yn+1) At o qn . a (T oY) (9 =T\ _ (92, +8y.: —Tz, — 6,
Un+1 Up4a Uy “Un 8 —6/ '\ 9u +8u; —Tu, — 6v, /’

innen kévetkezik, hogy ¢ "t! T 2+ B0 és 5 - ¥iin, Sty valamint
. YUn+1 = —(Xp, — Gyn Un41 = '—7un i GUn)
tudjuk, hogy z; = 9, y; = -7, u; = 8 és v1 = —6. Az els6 rendszer egyenleteinek megfelels

oldalait Gsszeadva, kévetkezik, hogy minden n € N* esetén Lnt1 T Ynt1 = 2(Tp + yn), tehat
Tn+ Yo = 2"z, +y;) = 2", minden n € N* esetén. Felhasznélva ezt az eredményt, irhatjuk,
hogy minden n > 1 esetén x,, = V9801 = 9% 4 +8(2" 1 —xp_y) = 2, 4271 Osszeadva
az osszefliggéseket k =2,3,4,....n értckekre, azt kapjuk, hogy z,, = Tid 2% 4-2% dnee 1 ONH2
=9+ (2"7-1)-1-2-4-8=2""_7  barmely n € N* esetén.

Innen kovetkezik, hogy y, = —7-2" + 7, barmely n > 1 esetén, és mivel az (Un ) nen
és (Un)nen+ sorozatok is ugyanazt a rekurziorendszert teljesitik, mint az (Zn ) nene, illetve az
Yn)nen+, csak méas kezdeti értékekkel, analég moédon kovetkezik, hogy wu, = 273 — 8, valamint
Up = —7 2" + 8 minden n € N* esetén. |

d d b
b) Az f: R\{—E} — R\{——C-}, )= Z;:-—ll—_d figgvény homografikus (ha ad—bc # 0),

és a hozzérendelt matrixa az My = A. Tudjuk, hogy a homografikus fiiggvények osszetétele
homografikus, és M., = My - M, tehat My, = (M;)". ‘
S 7 —7(2" — 1)
§2"—-1) 8-—-7.27
(22025 _ 7)33 _ 7(22022 . 1)
f2022(2) = gromem 2022 °
8(22022 — ) +8—-7-2

Igy a) alapjan My = A" = ), barmely n > 1 esetén, tehat

Mdsodik megoldds az a) alpontra.
Az A matrix karakterisztikus polinomja pa(z) = 2 — Tr(A)z + det(A) = 22 — 3z + 2,

amelynek a gyokei 1 =1 és 2 = 2.
Ezért a Cayley-Hamilton-tétel egyik kovetkezménye alapjan léteznek a B és C métrixok

gy, hogy A™ = 1"B + 2"C, barmely n > 1 esetén.
207
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Matlap 2022/8

bbdl az ssszefiiggésbdl, felhasznalva az n = 1 &g

4 ' strixokat e .
Meghatérozzuk a B & G + 4C, kovetkezik, hogy 2C = A% — A, ahonnan

n = 9 eseteket: mivel A= B +2C &s A2=1EB .
1 (25 —21\ 19 —7)=(8 —7) . B=A—2C=(_8 8).
C=5104 —20) 2\8 -6 8§ —T7 |
Tehat mindennzl—'c}set;}en g 7\ oS _7(271_1)).
An=(—8 8)+2 (8 _7)=\ger-1 8-7-2°
=A4+2A2+I2—A2=(A2+Iz)2-—A2.

- ik, hogy A*+ A2+ I,
3. a) Eszrevesszuk, OBy — ¢ jeldlést hasznélva A% —tA+det A-I = O,

A Cayley-Hamilton-tétel alapjan a Tr(A)

ahonnan azt kapjuk, hogy A% + I = tA. ‘ .
Ezt behelyettesitve az el6z6 osszefliggésbe, kovetkezik, hogy

Ay A2+ I, = (LA - A2 =(t* - 1)A%.
Tehat a det(A* + A2 + I;) = 1 egyenloség egyenértékd azzal, hogy (

ahonnan (12 —1)2=1,ésigyt € {0, +/2}.
) () o (V7

Bel4athat6é, hogy ha az A matrix rendre a 10 1 0 1 0

matrixok egyike, akkor egyrészt A teljesiti a feladat kijelentésében megadott feltételeket, mas-
részt pedig Tr(A) rendre 0, v/2, illetve —/2. Tehat T = {0, —v2,v2}. A

b) Irhatjuk, hogy det(A+A™!) = det(A+A~')det A= det((A+A1)A) = det(A*+ 1) =
= det(tA) = t2det A = t?, tehat det(A + A7) € {0, 2}.

Az a) alpont megoldasanak a végén megadott A métrixok eseten a det(A + A™1) felveszi
a 0 és 2 értékeket. Tehat D = {0, 2}.

Mdsodik megoldds az a) alpontra ’

A Cayley-Hamilton-tétel alapjan A* —tA 4+ det A - I = O, €s innen kovetkezik, hogy
A% + [, = tA. Ez alapjan A* + A% + [, = A* + tA. Tehat

det(A* + A2 + I,) = det(A* + tA) = det A - det(A® + tIy) = det(A° + t1p).
Ugyanakkor, az A + I, = tA Osszefiiggésbol kovetkezik, hogy
A4+ A=tA? =t(tA - 1) =t*A —tl,,

tehat A® = t°A —tl, — A.

Ezt felhasznalva kovetkezik, hogy

det(A® +tlp) = det(t?A— A) = (* — 1)?det A = (¢ — 1)2.
Mivel det(A* + A% + I,) = 1, kovetkezik, hogy (¢* — 1)? = 1, ahonnan t € {0, +v/2}.
Az els6 megold4dsban megadott példdk mutatjak, hogy mindharom ¢ érték felvevodik.

2 — 1)%(det A2 =1,

4. a) Newton binomiélis képlete alapjan irhatjuk, hogy minden n € N* esetén

Tn+Yn =) Cha5" 20227 + ) CE45m—*(~1)*2022%
k=0 k=0 -

=2 Cad5" 20021 (1 + (—1)F) = 3 Ckd5™*2002%,

=0 0<k<n ’
k paros

ahonnan k§vetkezik, hogy (z» + y») € N, minden n € N* esetén.
b) Minden n € N* esetén z,, v, > 0 és

Yo = (v/2025 — +/2002)" — ( B ) ‘
| ' -\ (V2025 + v/2022) S0:

Mivel az a) alpont alapjan {z, + y,} = 0, ezért foe 18] sxpmh S v
Ugyanakkor, nyn = (45 + v2022)"(45 — /2022)" = (2025 — 2022)" = 3", ezért
rn- 3n

1

; ; ; . hin 30 | L.
irhatjuk, hogy lim {z,}* = lim (1 gt L 1219)™"™ = tm (1-9)" =

n—++00 n—+-+00
n—<400 —
278 e
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Matlap 2022/8

1
° _—_'("‘1) 1
= bm (1—-y,) ™77 = : :
n = —, mivel lim = ().

XII. osztaly

. 2 |
1. Adott a G = ( 2022,2022) halmaz és az z « Yy = i muvelet, barmely
] ’ 20222 + zy |
, ¥ € GG esetén,

, ) 2022 -z
a). [gazold, hogy (G, x) csoport és az f: (G,*) = (R%,"), f(z) = 5059 fliggvény
csoportizomorfizmus! T

b) Szamitsd ki tetszGleges n > 2 természetes szam esetén a
2022 ) 2022 & ani 2022
7 17 2n? — 1

kifejezés értekét!
* %k Xk

1
sinx(3 — sin 2z

2. Hatarozd meg az f: (0, T) = R, f(z) = ] figgvény primitivjeit!

Kovdcs Béla, Szatmarnémeti

3. Hatarozd meg azokat az f: R — R folytonos fiiggvényeket, melyeknek létezik
F: R — R primitiv fiiggvényiik gy, hogy [f(z)] — {f(z)} = F(z), barmely z € R esetén,
ahol [a] az a val6s szam egeszrészét, {a} pedig a tortrészét jeloli!

Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy

4. Legyen f : (0,4+00) — R egy olyan primitiv figgvénnyel rendelkez6 fiiggvény, amelynek

1
valamely F': (0,4+00) — R primitivjére a }in(} tF (2-) hatarérték véges. Jeloljiik ezt a hatarér-
F—
t>0

y ) 0 . p

téket L-el. Bizonyitsd be, hogy a g: R — R, g(z) = / (:1:2) "y fiiggvénynek pontosan
G %'=(

akkor létezik primitiv fiiggvénye, ha ¢ = L.

Andrds Szildrd, Kolozsvar

Megoldasok

1. a) Igazoljuk, hogy ,,*” bels6 miivelet G halmazon. Legyenek z,y € G tetszélegesek.
Ekkor |z| < 2022 és |y| < 2022, ezért |zy| < 20222, tehat 20222 + zy > 0. Innen rendre

kovetkezik, ho
O, SR | 2022 +y)
—2022 < zxy <2022 & —1< 20222 + 1

& —20222 —zy < 2022(z+y) < 2022°+zy & —(z+2022)(y+2022) < 0 < (2022—x)(2022—y),
ami igaz minden z,y € G esetén. Tehét %’ bels6 mivelet a G halmazon.

Belatjuk, hogy f(z *y) = f(z) - f(y), minden z,y € G esetén. Valoban,

<l<&

- 2022%(x +y) { 2022(z + y)

2022°(z +y)\ _ 20222 +zy 20222 + ry
flexy) = {502 oy 209 2. 2022°(2 1) |, 2022 +y)
20222 + oy 20222 + zy
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Matlap 2022/8

20222 + gy — 2022(z +y) _ (2022—2)(2022—¥) _ ¢y £(y), minden 7,y € G esetén.
20222 + zy + 2022(z +y) (2022 + z)(2022 + y)

Az f fiiggvény folytonos és derivalhaté a (—2022, 2022) intervallumon, &g

flao] = s <0. minden z € G esetén, tehat f szigoruan csokkené a G halmga-
(2022 + )2
zon, és ezért injektiv is. Méasrészt, lim f(z) = +oo és lim f (5’3) = 0, ezért Im(f ) R?,

x\y—2022 T /‘2022
vagyis f sziirjektiv. Tehat f bijektiv.

Mivel (R%,-) csoport, ezért az elébbi tulajdonsagok alapjan (G, *) is csoport és f csoport-
1zomorfizmus. | iy
b) Az a) alpont alapjan minden n > 2 természetes szam eseten

2022 2022 2022 2022\ . 2022\
f( A *2n2—1):f( 7 )f( T LAl b ™ sy

Viszont minden k£ > 2 természetes szam esetén

0 2022
p202 ) _ U22-5@—1 2-2022k-2-2022  (k—1)(k+1) e =
k% —1 ) 5099 4 2022 2 . 2022k2 k2
D 2k2 — 1 ‘
2022 2022 2022 S k-1D(k+1) n+1 .
. — = , bArmely n € N, n > 2
1(57) 1 () 1 () - TN - 2 ey
esetén. |
2022 2022 2022 n+1 .
L oy = Y= | I o
egyen a =L Tl T . Ekkor f(a,) = o de ugyanakkor f(a,) _
K cand, PN k) RIS természetes szé 7
2029 > an, Ay = 2 11 , IMinaen n -~ Crmeszetes szam esetven.

2. Elsé megoldds
Az adott trigonometriai tortfiiggvényt egyszeriibb tortekre bontjuk:

f(z) = — 1. _l( 1 4 2cosz )

sinz(3 —sin2z) 3 \sinz 3 — sin 2z

) 1 1 2C0S T 1 2 ‘ 1 ‘
gy /f($) £ 3 / (Sinl' 3 = Sin 233) dIE 3-[1 T 3-[2) a}lOl Il - / " dx —

sin z
sin (cosz)’ 1 cosz — 1 1 —
- dr = dr = = . - COSXT Z i
/sm ) cotzr—1""5 < cosz + 1 +C—ln\/1+COS$+C=lntg§+CeS
COS X sin x '
I — d . £ =
. / 3_sin2z Legyen J; / 3 — sin 2z az. Ekkor
[ cosz+sinx (sinz — cosz) ' ' | Yirgh:l] ‘

L + J —] e dx=f2+(sinx_cos)x)2dx= RS . Lowd . LIV
valamint V2 V2 -
Iz_Jz____/cc;s:v—:s;na:dx:/ (sin.a:-l-cosa:)f dx:-l-ln 2+sinx + cosz C

> o &k 4‘(Sln$+COS:E)2 4 |2—sinz—cosz| .

Osszeadva az el6bbi két eredményt, kovetkezik hogy '

1 SINZ — COS :
% ae arctg , T v 1l 24+sinz + cos
— n ; |
2v/2 V2 8 |2—sinz —cosz ¥,
Lt | - | -
tehatl=§ll+§fz=§lntg; : 1 arctg ST — COST _1_ln 2+sinz +cosz +C‘
| 3vV2 V2 12 |2 —sinz — cosz '
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Mdsodik megoldds
Irhat]uk hogy

1
I=/. d:/ 1 .
sinz(3 — sin 2) . sinz(4 — (1 4 sin2z)) e

_ 1
] sinz(4 — (sinz + cos z)?) e

= 1
/ SIn (2 — (sinz + cosz))(2 + (sinz + cos z)) %

L 2 It 1 — 42
Atg-=1t,dz = itést ¢ o : _ t
9 T3 dt helyettesitést és a sinz = T valamint cosz T

képleteket hasznalva kovetkezik, hogy

I—/ ! [ 4%3
2 (2 2t 1—-t)(2|2t+1—-t) L+

1 +¢ 1+ ¢2 1+ t2

(1+¢%)2 oo T 1 t~1 1 -
1 dt = - | =dt — = t 4+ =
/t(3t2‘2t+1)(t2+2t+3) B/t( 2/3t2—2t+1d +6/t2+2t+3dt’

2\2
ahol felhasznaltuk az 1+¢) = 2 : s 5 { ko felbontéast,
t(3t2 —2t+ 1)(t2+2t+3) ¢t  3t2—2t4+1 242t+3
1 1 1 1 1
ahonnan azt kaptuk, hogy A==, B=—-= C=-,D==¢s E = —=.
P gy 3 5 C ~ D 7 és B c

A kapott integrélokat a kovetkezd modon szamolhatjuk ki:

P 1 [(6t—2)—4 1 2 1
df = = — - In(3t* — o =
/3t2—2t+1 6/3t2—2t+1dt g | e =2+ 1) 3/3t2——2t+1dt

1
— %-ln(3t2—2t+1)—-§/ (t 11)2+ 3 dll = -é—-111(3t2-2t+1)—%-%-arctgt\;§§ C =
1Bl 9 (8,
=é-ln(3t2-—-2t+1) \f-arctg St\/_; -C,
/t?-it-;t1+3dt N %/(;ti;);;dt tn %'ln(t2+2t+3) —2/(t+11)2+2dt N
— .é. In(t2 + 2t +3) 7 arctg t;; - C. Tehat az eredeti integral
I=-§ln —-1-1-2-1n(3t2 2t + 1) 4 ‘(/farctg 31;51 | 112~ln(t2+2t+3)—%atrctgt:;-é1 -C,
aholt=tg§.

3. Az eredeti Osszefiiggés ekvivalens az [f(z)] — f(z) + [f(z)] = F(z), barmely z € R
esetén, vagyis az f(z) + F(z) = 2[f(z)], barmely x € R sszefliggéssel.

A feltétel alapjan az f fliggvény folytonos, az F' derivalhat6, tehé4t folytonos, ezért az
f + F fiiggvény is folytonos.

Mivel [f(x ) € 7Z, barmely ¢ € R esetén, az el6bbi észrevételek alapjan létezik olyan
k € Z, amelyre [f(z)] = k, minden z € R esetén. Innen kapjuk, hogy f(z) + F(z) = 2k,
barmely z € R, és beszorozva ezt az Osszefliggést e*-nel, az (e“’ - F(2)) = (2k - €*)’, barmely
z € R sszefiiggéshez jutunk. Innen kovetkezik, hogy e”F(z) = 2ke” + ¢, barmely z € R esetén,

vagyis F(z) = 2k + ce™®, barmely = € R esetén.

A
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Az el6bbi bssszefiiggés alapjan f(z) = —ce™ minden x € R esetén. Mivel [f(z)] = F
barmely z € R esetén, kovetkezik, hogy [—ce™*] = k, barmely z € R esetén. Vlszont

lim (—ce™®) = 0, ezért k = 0. Méasrészt lim e™® = +o00, ezért ¢ = 0. Tehat az egyetlen'
r—r4-00 T——00 - | v

feltételnek megfelels fiiggvény a konstans nulla, fuggveny

1 .
o O s Rty , ;
4. Tekintsik a H: R —» R, H(z) = 2 F (a:z) i - Higgvényt. Az értelmezég ]

0, z =0

H(z) 221\ % =1
/ — L s A M —
és a megadott feltételek alapjan H'(0) = lim x lim = / (wz) 5L

, 1
Ugyanakkor T # 0 esetén H'(x) = —g:czF (;2) L ] (:c2) tehat 1rhatjuk hogy -

P (1) T A L
——x°F x # 0 L ‘ ' ..

Mivel ebben a felirasban a JObb oldalon megjelené els6 fiiggvény folytonos, a masodlk
fliggvény két primitivalhato fiiggvény kiilonbsége, tehat 6 maga is primitivalhato. Mésreszt

csak egy konstans esetén lehet a g-nek primitivije, tehat a g pontosan akkor primitivalhat6, ha
c=L. ' LR

k3
hi TS

VIII. OSZTALYOS TANULOK ORSZAGOS FELMERO VIZSGAJA
2022. junius | PAWE L

 Minden feladat kotelez6. Megjelenés 10 pont. Munkaidé 2 éra.

I. feladatsor (30 pont) — Karikazd be a helyes valasz betujelet' S+ ol o2
1. A 10+ 10 : 10 szamitas eredménye: .

“a) 2 'b)9 ~¢) 10 d) 11 3 ~ (5p)
2. Ha b # 0 és % lbO, akkor ab egyenls: | ] --"I»
a) 21174 b).5 c) 10 d) 20 . / E (5p)
3. Az 5 ellentettje: " S
a) =5 b) —-1- c) d) 5 ‘ (5p)
4. ;‘\z 1,3 szamot 1kozonseges tortként frva a  kovetkezd tortet kapJuk \ e
93 * P 1:(3) 3 c)g o) '153' 5 990 307t 0 % 2 0 (B
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